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Diagonalisering af selvadjungeret matrix

Lad H være en n × n matrix med komplekse indgange, og antag, at
H er selvadjungeret: H∗ = H.

Husk, at H har n reelle egenværdier: λ1 ≤ λ2 ≤ · · · ≤ λn.

Endvidere findes en unitær n × n matrix U, således at

UHU∗ =











λ1 0
λ2

. . .
0 λn










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Spektralafbildning

Lad I være et interval, således at λ1, λ2, . . . , λn ∈ I , og betragt en
funktion f : I → R.

Vi definerer da

f (H) := U∗











f (λ1) 0
f (λ2)

. . .
0 f (λn)











U.
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Den empiriske egenværdi-fordeling

Den empiriske egenværdi-fordeling for H er sandsynlighedsmålet µH

på R givet ved:

µH =
1
n

n
∑

j=1

δλj
.

For en delmængde B af R har vi, at

µH(B) =
1
n

n
∑

j=1

δλj
(B)

=
1
n
#

{

j ∈ {1, 2, . . . , n}
∣

∣ λj ∈ B
}

= andelen af H’s egenværdier der ligger i B .

Eulers Venner 9. december 2009



Egenværdi-fordeling Stokastiske matricer og spektralfordeling GUE Wigners semi-cirkel lov Bevis for WSL

Hvordan integrerer man med hensyn til
egenværdifordelingen?

For en funktion f : R → R har vi, at
∫

R

f (t)µH(dt) =

∫

R

f (t)
(

1

n

∑n
j=1

δλj

)

(dt)

=
1
n

n
∑

j=1

∫

R

f (t) δλj
(dt)

=
1
n

n
∑

j=1

f (λj )

= trn






U∗







f (λ1) 0
. . .

0 f (λn)






U







= trn

[

f (H)
]

.
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Stokastiske matricer og deres egenværdier

Betragt et sandsynlighedsfelt (Ω,F ,P).

En stokastisk n × n matrix er en n × n matrix T = (Tij)1≤i ,j≤n,
hvor Tij : Ω → C er en stokastisk variabel.

T er en selvadjungeret stokastisk matrix, hvis T (ω) = T ∗(ω) for
alle ω i Ω.

Hvis T er en selvadjungeret stokastisk matrix kan vi for hvert ω
betragte egenværdierne for T (ω):

λ1(ω) ≤ λ2(ω) ≤ · · · ≤ λn(ω).

For hvert j bliver λj : Ω → R en reel stokastisk variabel.
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Spektralfordelingen af en s.a. stokastisk matrix

Lad T være en selvadjungeret stokastisk n × n matrix.

For hvert ω kan vi betragte egenværdifordelingen:

µT (ω) =
1
n

n
∑

j=1

δλj (ω).

Spektralfordelingen for LT for T defineres for B i B(R) ved:

LT (B) =

∫

Ω
µT (ω)(B)P(dω)

=
1
n

∫

Ω

(

n
∑

j=1

δλj (ω)(B)
)

P(dω)

=
1
n

n
∑

j=1

∫

Ω
1B(λj (ω))P(dω).
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Hvordan integrerer man mht. spektralfordelingen?

Lad T være en selvadjungeret stokastisk n × n matrix.

For enhver Borel-mængde B i R har vi, at
∫

R

1B(t)LT (dt) = LT (B) =

∫

Ω
µT (ω)(B)P(dω)

=

∫

Ω

(

∫

R

1B(t)µT (ω)(dt)
)

P(dω).

Ved anvendelse af standard-beviset følger det så, at
∫

R

f (t)LT (dt) =

∫

Ω

(

∫

R

f (t)µT (ω)(dt)
)

P(dω)

for enhver begænset Borel-funktion f : R → R.
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Hvordan integrerer man mht. spektralfordelingen?

Vi finder videre, at
∫

R

f (t)LT (dt) =

∫

Ω

(

∫

R

f (t)µT (ω)(dt)
)

P(dω)

=

∫

Ω
trn(f (T (ω))P(dω)

= E
[

trn(f (T ))
]

.
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The Gaussian Unitary Ensemble (GUE)

Definition. Med GUE(n, σ2) betegner vi klassen af stokastiske
matricer W = (wij)1≤i ,j≤n, defineret på (Ω,F ,P), og således at

∀i ≥ j : wij = wji .

de stokastiske variable wij , 1 ≤ i ≤ j ≤ n er uafhængige.

∀i < j : Re(wij ), Im(wij ) ∼ i.i.d. N(0, 1

2
σ2).

∀i : wii ∼ N(0, σ2).

Hvis W ∈ GUE(n, σ2), da gælder der, at

E
{

wi ,jwk,l

}

= σ2δ(i , l)δ(j , k).
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Spektralfordelingen af GUE(n,

1

n
)

Lad Wn være en stokastisk matrix i GUE(n, 1

n
).

Da gælder for enhver Borel-mængde B i R, at

LWn(B) =

∫

B

hn(x)λ(dx),

hvor

hn(x) =
1√
2n

n−1
∑

j=0

ϕj

(√

n
2
x
)2.

ϕ0, ϕ1, ϕ2, . . . er følgen af Hermite funktioner:

ϕk(x) = 1

(2kk!
√

π)1/2 Hk(x) exp(− x2

2
), (k ∈ N0),

H0,H1,H2, . . ., er Hermite polynomierne:

Hk(x) = (−1)k exp(x2) ·
( dk

dxk
exp(−x2)

)

.
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Den asymptotiske opførsel af LWn
for n → ∞

Graferne for h4(x) og 1

2π

√
4 − x21[−2,2](x).
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Den asymptotiske opførsel af LWn
for n → ∞

Graferne for h8(x) og 1

2π

√
4 − x21[−2,2](x).
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Den asymptotiske opførsel af LWn
for n → ∞

Graferne for h16(x) og 1

2π

√
4 − x21[−2,2](x).
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Den asymptotiske opførsel af LWn
for n → ∞

Graferne for h32(x) og 1

2π

√
4 − x21[−2,2](x).
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Wigner’s semi-cirkel lov.

Betragt for ethvert n i N en stokastisk matrix Wn fra GUE(n, 1

n
).

Da gælder der, at

LWn

w−→ γ, for n → ∞.

Her er γ målet med tæthed

h∞(x) :=
1
2π

√

4 − x21[−2,2](x), (x ∈ R)

med hensyn til Lebesgue-målet λ.
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Svag konvergens af sandsynlighedsmål

Konvergensen LWn

w−→ γ betyder at følgende ækvivalente
betingelser er opfyldte:

(i) LWn(I ) −→ γ(I ) for ethvert interval I i R.

(ii)
∫

R
f (x)LWn (dx) −→

∫

R
f (x) γ(dx) for enhver kontinuert

begrænset funktion f : R → R.

(iii)
∫

R
e
iθx LWn(dx) −→

∫

R
e
iθx γ(dx) for ethvert θ i R.

(iv)
∫

R
xp LWn(dx) −→

∫

R
xp γ(dx) for alle p i N0.
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Momenterne for semi-cirkel fordelingen

Benyttes substitutionen x = 2 sin θ, θ ∈ (−π/2, π/2), finder man

1
2π

∫

2

−2

x2p
√

4 − x2 dx =
1
2π

∫ π/2

−π/2

4p sin2p θ
√

4 − 4 sin2 θ 2 cos θ dθ

=
4p+1

2π

∫ π/2

−π/2

sin2p θ cos2 θ dθ

=
4p+1

2π

[

∫ π/2

−π/2

sin2p
dθ −

∫ π/2

−π/2

sin2p+2 θ dθ
]

=
4p+1

2π

[ π

4p

(

2p
p

)

− π

4p+1

(

2p + 2
p + 1

)

]

=
1

p + 1

(

2p
p

)

= p’te Catalan tal.
Eulers Venner 9. december 2009



Egenværdi-fordeling Stokastiske matricer og spektralfordeling GUE Wigners semi-cirkel lov Bevis for WSL

n × n matrix enhederne

For i , j fra {1, 2, . . . , n} lader vi e(i , j) betegne n × n matricen med
indgange e(i , j)rs givet ved:

e(i , j)rs =

{

1, hvis (i , j) = (r , s)

0, ellers.

Der gælder regnereglen:

e(i , j)e(k , l) = δ(j , k)e(i , l) for alle i , j , k , l fra {1, 2, . . . , n}.
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Wick’s formel

Lad X1,X2, . . . ,Xd være stokastiske variable på (Ω,F ,P), således
at

E[Xi ] = 0 for alle i .

(X1, . . . ,Xd ) ∼ normalfordeling på R
d .

For vilkårlige p i N og i1, i2, . . . , ip fra {1, 2, . . . , r} gælder da, at

E
[

Xi1Xi2 · · ·Xip

]

=
∑

π∈P2(p)

∏

(r ,s)∈π

E
[

Xir Xis

]

.

Her er
P2(p) =

{

par-dannelser af {1, 2, . . . , p}
}

.
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Pardannelse ↔ permutation

En pardannelse π af {1, 2, . . . , 2p} kan vi naturligt opfatte som en
permutation π̃ af {1, 2, . . . , 2p}:

(r , s) ∈ π ⇐⇒ π̃(r) = s og π̃(s) = r .

Det følger da, at

∏

(r ,s)∈π

δ(ir , is+1)δ(is , ir+1) =

2p
∏

r=1

δ(ir , iπ̃(r)+1) =

2p
∏

r=1

δ(ir , iτ◦π̃(r)).

Her er τ = (1, 2, 3, . . . , 2p).
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Biane’s geodesic condition

For enhver par-dannelse π af {1, 2, . . . , 2p} gælder der, at

c(τ ◦ π̃) ≤ p + 1

og
c(τ ◦ π̃) = p + 1 ⇐⇒ π har ingen krydsninger.
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Antallet af ikke-krydsende par-dannelser

For hvert p i N sætter vi

Cp := #
{

π ∈ P2(2p)
∣

∣ π har ingen krydsninger
}

.

Der gælder da, at

Cp =
1

p + 1

(

2p
p

)

.

Dette kan f.eks. indses ved at bevise, at tallene (Cp)p∈N0
opfylder

rekusionsformlerne:
{

C0 = C1 = 1,

Cp =
∑p

j=1
Cj−1Cp−j , p ≥ 2.

Det er ikke svært at checke, at løsningerne til disse rekusionsformler
netop er Catalan-tallene!
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Stærk version af Wigner’s semi-cirkel lov

Ved nøjere analyse af de foregående overvejelser, kan man indse, at

E
{

trn[W
2p
n ]

}

=
1
2π

∫

2

−2

x2p
√

4 − x2 dx + O(n−2)

Var
{

trn[W
2p
n ]

}

= O(n−2).

For hvert n i N sættes nu:

Yn = trn[W
2p
n ] − E

{

trn[W
2p
n ]

}

.

Ved anvendelse af Chebychev’s Ulighed følger det for ethvert ǫ > 0,
at

P(Yn > ǫ) ≤ 1
ǫ2

Var
{

trn[W
2p
n ]

}

= O(n−2).

Specielt fremgår det, at
∑∞

n=1
P(Yn > ǫ) < ∞.
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Stærk version af Wigner’s semi-cirkel lov

Det følger da fra Borel-Cantelli lemmaet, at

P(Yn > ǫ, for uendeligt mange n) = 0.

Dermed har vi også, at

P(N) = 0, hvor N =
⋃

k∈N

{

Yn > k−1, for uendeligt mange n
}

.

Hvis ω ∈ Nc , har vi, at Yn(ω) → 0 for n → ∞, og dermed at

trn[Wn(ω)2p] → 1
2π

∫

2

−2

x2p
√

4 − x2 dx .

Det fremgår således, at

µWn(ω)
w−→ γ for P-n.a. ω.
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Største og mindste egenværdi

Ved analoge argumenter, kan man vise, at

lim
n→∞

λmax(Wn(ω)) = 2, for P-n.a. ω,

og
lim

n→∞
λmin(Wn(ω)) = −2, for P-n.a. ω.
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