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Egenvzerdi-fordeling

Diagonalisering af selvadjungeret matrix

Lad H vare en n x n matrix med komplekse indgange, og antag, at
H er selvadjungeret: H* = H.

Husk, at H har n reelle egenvaerdier: Ay < Ay < -+ < A,

Endvidere findes en unitzer n x n matrix U, siledes at
A1 0

A2
UHU* =
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Egenvzerdi-fordeling
Spektralafbildning

Lad / vaere et interval, sdledes at A1, Ao, ..., A\, € /, og betragt en
funktion f: | — R.

Vi definerer da
f(\) 0
f(\
F(H) = U* (o) ) u.

0 | f(An)

Eulers Venner 9. december 2009



Egenvzerdi-fordeling

Den empiriske egenveerdi-fordeling

Den empiriske egenvardi-fordeling for H er sandsynlighedsmélet 1y

pd R givet ved:
1 n
PH =7 Z Ox-
j=1

For en delmaengde B af R har vi, at
1 n
pn(B) = 3" 6,(B)
j=1

1
:;#{je{Lz,...,n}\AjeB}

= andelen af H's egenvaerdier der ligger i B.
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Egenvzerdi-fordeling

Hvordan integrerer man med hensyn til

egenvardifordelingen?

For en funktion f: R — R har vi, at

/f ) br(dt) = /f o) (dt)

_ %Z/Rf(t)cﬁj(dt)

1 n
~n Z f(A)
j=1
f(\) 0
=tr, | U* V)
0 f(An)

=tr,|f(H)].
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Stokastiske matricer og spektralfordeling

Stokastiske matricer og deres egenveaerdier

Betragt et sandsynlighedsfelt (Q, F, P).

En stokastisk n x n matrix er en n x n matrix T = (Tjj)1<ij<n,
hvor Tji: Q — C er en stokastisk variabel.

T er en selvadjungeret stokastisk matrix, hvis T(w) = T*(w) for
alle wi €.

Hvis T er en selvadjungeret stokastisk matrix kan vi for hvert w
betragte egenveerdierne for T (w):

A(w) < X(w) < -+ < Ap(w).

For hvert j bliver A;: Q2 — R en reel stokastisk variabel.
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Stokastiske matricer og spektralfordeling

Spektralfordelingen af en s.a. stokastisk matrix

Lad T vaere en selvadjungeret stokastisk n x n matrix.

For hvert w kan vi betragte egenvaerdifordelingen:

n

1
HT() = 5 2 O

j=1
Spektralfordelingen for L+ for T defineres for B i B(R) ved:

L7(B) = /Q 7(0)(B) P(dw)
_ % /Q (éaAj(w)(B)) P(dw)

1 n
_ ;;/ﬂlg()\j(w)) P(dw).
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Stokastiske matricer og spektralfordeling

Hvordan integrerer man mht. spektralfordelingen?

Lad T vaere en selvadjungeret stokastisk n x n matrix.

For enhver Borel-mangde B i R har vi, at

[ 1601 Lr(at) = Lr(B) = [ i (B) Pla)

:/Q</Rls(t)MT(w)(dt)> P(dw).

Ved anvendelse af standard-beviset fglger det s3, at

/ £(t) Lr(dt) / / F(£) dt)) P(dw)

for enhver beganset Borel-funktion f: R — R.
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Stokastiske matricer og spektralfordeling

Hvordan integrerer man mht. spektralfordelingen?

Vi finder videre, at

/f(t)LT (dt) / /f(t),ur(w)(dt)) P(dw)

_ /Q tra(F(T(w)) P(dw)
=E[tra(f(T))].
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GUE

The Gaussian Unitary Ensemble (GUE)

Definition. Med GUE(n, 02) betegner vi klassen af stokastiske
matricer W = (wjj)1<j j<n, defineret pa (2, F, P), og séledes at

o Vi>j:wy=w.
@ de stokastiske variable wj;, 1 < i < j < n er uafhaengige.
o Vi < j: Re(w;), Im(wj) ~ iid. N(0, 302).
e Vi: w; ~ N(0,02).
Hvis W € GUE(n, 02), da galder der, at
E{W;ka,/} = o25(i, )6 (j, k).
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GUE

Spektralfordelingen af GUE(n, 1)

Lad W, vare en stokastisk matrix i GUE(n, 1).
Da gzlder for enhver Borel-mzngde B i R, at
L. (B) = / hi(x) A(dx),

hvor
1

n—1
@ hp(x) = — (+/2x)?,
® ©o,¥1, 92, ... er fglgen af Hermite funktioner:
X2
or(x) = Gravmre k() exp(=%), (k€ No),
@ Hg, H1, H>, ..., er Hermite polynomierne:

k
Fi() = (-1 exp() - (L exp(—%)).
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GUE

Den asymptotiske opfgrsel af Ly, for n — oo
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Graferne for hs(x) og %\/4 — x21[_p2)(x).
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GUE

Den asymptotiske opfgrsel af Ly, for n — oo
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GUE

Den asymptotiske opfgrsel af Ly, for n — oo
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GUE

Den asymptotiske opfgrsel af Ly, for n — oo
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Wigners semi-cirkel lov

Wigner's semi-cirkel lov.

Betragt for ethvert n i N en stokastisk matrix W, fra GUE(n, 1).
Da gzlder der, at

Ly, - ~, for n— oo.
Her er v malet med taethed

hoolx) = 5 VA~ R a(x), (xE€R)

med hensyn til Lebesgue-malet \.

Eulers Venner 9. december 2009



Wigners semi-cirkel lov

Svag konvergens af sandsynlighedsmal

Konvergensen Ly, — v betyder at fglgende akvivalente
betingelser er opfyldte:

(i) Lw,(I) — ~(I) for ethvert interval / i R.

(i) Jg f(x)Lw,(dx) — [ f(x)~(dx) for enhver kontinuert
begraenset funktion f: R — R.

(iii)) [ €% L, (dx) — [5 e/ ~y(dx) for ethvert 6 i R

(iv) JgXxP Lw,(dx) — [ xPy(dx) for alle p i No.
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Bevis for WSL

Momenterne for semi-cirkel fordelingen

Benyttes substitutionen x = 2sin@, 0 € (—n/2,7/2), finder man

2 /2
i/ x2”\/4—x2dx:i 4P sin®P 9/ 4 — 4 sin2 0 2 cos 6
2w |, 27 —7/2
4pt+l pm/2
= — sin®P 6 cos® 0 do
27 —7/2
4p+1 /2 w/2
=— [/ sin®? df — sin2p+29d9}
2 —7/2 —7/2

_4p+1[7r 2p T 2p—|—2}
2m Lar\ p 4pt1\ p+1
1 <2p)

Cp+1\p

= p'te Catalan tal.



Bevis for WSL
n x n matrix enhederne

For i,j fra {1,2,...,n} lader vi e(i,j) betegne n x n matricen med
indgange e(/,/),s givet ved:

e(ij)e = {1, hvis (i, /) = (r, s)

0, ellers.

Der galder regnereglen:

e(i,j)e(k,1) =0(, k)e(i,]) forallei,j, k,Ifra{l,2,..., n}.
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Bevis for WSL
Wick's formel

Lad X3, X, ..., Xy veere stokastiske variable p& (2, F, P), séledes
at

o E[X;] = 0 for alle i.
o (X1,...,X4) ~ normalfordeling pa R¢.

For vilkarlige p i N og i1, b, ..., i, fra {1,2,...,r} geelder da, at
E[Xy Xy X, ) = Y ] E[XiX.].
TEP2(p) (r,s)E™
Her er

Pa(p) = {par-dannelser af {1,2,...,p}}.
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Bevis for WSL
Pardannelse < permutation

En pardannelse 7 af {1,2,...,2p} kan vi naturligt opfatte som en
permutation 7 af {1,2,...,2p}:

(r,s)enm < #7i(r)=s og #(s)=r.
Det fglger da, at

H O(iry is+1)0(is, fr+1) H(5 iry iz (r)41) = H(5 irs Iroit(r)

(r,s)en

Herer 7 =(1,2,3,...,2p).
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Bevis for WSL
Biane's geodesic condition

For enhver par-dannelse 7 af {1,2,...,2p} gelder der, at
c(ro)<p+1

og
c(rot) =p+1 <= = har ingen krydsninger.

Eulers Venner 9. december 2009



Bevis for WSL
Antallet af ikke-krydsende par-dannelser

For hvert p i N saetter vi

Cp = #{m € P2(2p) | 7 har ingen krydsninger}.

1 2p
C=——(P").
P p+1<p>

Dette kan f.eks. indses ved at bevise, at tallene (Cp)pen, opfylder
rekusionsformlerne:

CG=0G=1,
Cp = Zf:l GaCpjy P22

Der galder da, at

Det er ikke svaert at checke, at Igsningerne til disse rekusionsformler
netop er Catalan-tallene!
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Bevis for WSL
St&rk version af Wi ner's Semi—cirkel IOV
g

Ved ngjere analyse af de foregdende overvejelser, kan man indse, at
1 /2
E{tr,[WZP]} = > / x*P/4 — x2dx + O(n™?)
T J-2

Var{tr,[W2P]} = O(n~?).
For hvert n i N sattes nu:
Y, = tro[W2P] — E{tr,[W2P]}.

Ved anvendelse af Chebychev's Ulighed fglger det for ethvert € > 0,
at

P(Y, > €) < Glz\/ar{tr,,[W,?p]} _ 0(n2).

Specielt fremgar det, at Y 02, P(Y, > ¢€) < oo.
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Bevis for WSL
St&rk version af Wi ner's Semi—cirkel IOV
g

Det fglger da fra Borel-Cantelli lemmaet, at
P(Y, > €, for uendeligt mange n) = 0.
Dermed har vi ogs3, at

P(N)=0, hvor N= |J {Y,, > k=1, for uendeligt mange n}.
keN

Hvis w € N€, har vi, at Y,(w) — 0 for n — oo, og dermed at

1 2
trp[Wo(w)®] — o / x*P\/4 — x2 dx.
-2

Det fremgar siledes, at

H Wi (w) 4 for P-n.a. w.
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Bevis for WSL
Stgrste og mindste egenveerdi

Ved analoge argumenter, kan man vise, at
lim Amax(Wh(w)) =2, for P-n.a. w,
n—oo

og
lim Amin(Wh(w)) = =2, for P-n.a. w.
n—oo
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