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EUKLIDs bevis

Seetning (EUKLIDs saetning)
Der er uendelig mange primtal.

Bevis.
Lad p1,pz, ..., p; veere primtal. S& er

et tal, der har en primdivisor p ¢ {p1, po, ..., p;}. Heraf falger
straks, at der ma veere uendelig mange primtal! O

o’
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FERMAT-tal

FERMAT-tal
Fr:=22" +1

Eksempler

Fy =5,F, = 17, F3 = 257, F4 = 65537

@ FERMAT troede, at alle Fj, er primtal. Deri havde han ikke
ret; EULER fandti 1732, at Fs = 641 - 6700417.

@ GAUSS viste, at hvis F,, er et primtal p, sa kan en reguleer
p-kant konstrueres med passer og lineal.
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Bevis baseret pa FERMAT-tal

Saetning (EUKLIDs saetning)
Der er uendelig mange primtal.

Folger umiddelbart af fglgende lemma - hvert FERMAT-tal har
jo mindst en primdivisor, der ikke er divisor i noget andet
FERMAT-tal. O

To Forskellige FERMAT-tal er indbyrdes primiske.
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Bevis.

For k > 0o0g x = 22" er

Fn+k_2:22n+k_1 :X2k_1 :X2k71—X2k72+"'_1
F, 2211 x41 ’

et helt tal og vi slutter, at
Fn‘FrH,k - 2

En faelles divisor i F, og F, .k er altsa ogsa en divisor i 2 - altsa
1 eller 2; men FERMAT-tallene er ulige, sa den faelles divisor
ma veere 1. O
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EULERSs bevis

Seetning (EUKLIDs saetning)
Der er uendelig mange primtal.

Beuvis.
Antag py, p2, . .., pj er SAMTLIGE primtal. For x,n € N, n < x:

n=m?-m m=2b.3%2. . pb pe{01}

Der er hgjest 2/ muligheder for m. Da ny <V/n < /xerder
hgjest v/x muligheder for ny. lalt hajest 2//x muligheder for n:

x < 2\/x,
hvilket IKKE er sandt for store x, altsa modstrid! ]
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EULERSs bevis - efterskrift

Seetning (EULER)

3 L R T
273 577711 -

p primtal

Bevis.

Essensen ovenfor i EULERS bevis for EUKLIDs segetning kan
udvides til at vise pastanden. Ol

<
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GAUSS - HADAMARD - D. L. VALLEE POUSSIN
Primtalssaetningen CHEBYCHEVs saetning
Antal primtal med netop 100 cifre - estimat

GAUSS - HADAMARD - D. L. VALLEE POUSSIN

Lad 7(x) betegne antallet af primtal p < x for x € R.
Eksempelvis er 7(10) = 4. Primtalssaetningen siger, at

X

m(X) ~ —

Inx

C. F. GAUSS fremsatte i 1973 denne formodning som 15-arig
pa baggrund af observationer!
Lidt mere preaecist siger primtalsseetningen:

7(x)
Inx

—1 for X —

og den indeholder vurderinger af fejlmargin.

Bevist i 1896 af J. HADAMARD og C. DE LA VALLEE
POUSSIN via analytiske metoder (Riemanns (-funktion) -
senere er der givet elementaere beviser.
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CHEBYCHEVs saetning

CHEBYCHEYV beuviste for primtalssaetningen var vist falgende:

For store x er

X

0,9
In x

X
m<7T(X)<1,1

Et kort (2 sider) elementeert bevis af seetningen findes pa
http://www. jstor.org/pss/2322510
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Anvendelse af CHEBYCHEVs saetning

For at estimere antallet af primtal med 100 cifre anvender vi
CHEBYCHEVs s&tning:

10% 10%

0,9 ——— < 7(10%) < 1,1

"7 99-In10 99:.1n10
10100

100 10100
0.9 550 10 < ™10 <11 555 n 70

Herved kan vi estimere, at antallet af primtal med netop 100
cifre er mellem 3,42 - 10°%7 og 4, 38 - 10%7 svarende til at mellem
0,38 % og 0,48 % af alle tal med netop 100 cifre er primtal.
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FERMATSs lille seetning og pseudo-primtal
Steerke pseudo-primtal
Naesten sikker konstruktion af store primtal RABINs test

FERMATSs lille seetning

Lad p veere et primtal og lad a veere primisk med p, altsa
sfd(a,p) =1, sa er

aP~'=1 modp.

Det giver grundlaget for en metode til at afprave, om et n er et
primtal. Metoden er imidlertid langt fra sikker.
Vi kan ikke af, at

a™"=1 mod n,

for et a med sfd(a, n) = 1 slutte, at n er primtal. Det mindste tal,
hvor der kommer en FALSK positiv, er n = 341 = 11 - 31 med
a=>=2.
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pseudo-primtal

Definition
Lad n veere et naturligt og lad a veere primisk med n, altsa
sfd(a,n) = 1. Hvis

a”"=1 modn

kaldes n et pseudo-primtal med hensyn til basen a.

For ethvert a er der uendelig mange pseudo-primtal med
hensyn til base a.

Der er (Carmichael) tal - det er pseudo-primtal for alle a, der er
primiske med n. Det mindste er 561 = 3 - 11 - 17. Faktisk er der
uendelig mange (vist i 1994): For store n er der mindst n 2/7
Carmichael tal mellem 1 og n.
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En videreudvikling af FERMATSs lille saetning

Seetning

Lad p # 2. Lad p veere et primtal og lad a veere primisk med p,
altsa std(a,p) = 1.
Ladp —1=2%d, hvor1 < s og d ulige.
Enten er
a%=1 modp

eller ogsa findes deretr med0 < r < s, sa

2'd _ _ 1

a mod p.
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Bevis.
Veelg det mindste k med 0 < k < s, s&

2kd:1

a mod p.

Der findes et k, f. eks. k = s, jvf. FERMATSs lille saetning.
Hvis k = 0 er vi i det forste tilfeelde og er feerdige. Hvis kK > 0
betragter vi b = a2 '

PP=a?9=1 modp=b=+1 mod p.

b=ag2"'d # 1 mod p pa grund af minimaliteten af k, derfor er
b=a?""9=_1 mod pogvivelger r = k — 1. O

Primtal - hvor mange, hvordan og hvorfor?
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Steerke pseudo-primtal

Definition

Lad n # 2 veere et naturligt tal, der ikke er et primtal, og lad a
veere primisk med n, altsé sfd(a, n) = 1.

Lad n—1 = 25d, hvor 1 < s og d ulige. Hvis enten

=1

a’= mod n

eller der findes et rmed 0 < r < s, s&

2'd — _ 14

a mod n,

sa kaldes n er steerkt pseudo-primtal med hensyn til basen a.

n= 2047 = 23 - 89 er et steerkt pseudo-primtal med a = 2. For
ethvert a > 2 er der uendelig mange staerke pseudo-primtal
med hensyn til basen a!

Primtal - hvor mange, hvordan og hvorfor?
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RABINs saetning - 1996

Antag at n ikke er et primtal. Antallet af baser a, hvori n er et
steerkt pseudo-primtal er hojest:

1
Z(n—1).
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RABINS test

Sandsynligheden for at et n, der ikke er et primtal, er et
pseudo-primtal for k tilfaeldigt valgte baser a er altsa hgjest:

ﬂ.
Det er grundlaget for RABINs test, hvormed vi med stor
sikkerhed kan producere store primtal (med for eksempel 100
cifre).
Veelges k = 30 er risikoen for en FALSK positiv af en test af et

tilfaeldigt tal hgjest
1

430"
hvilket er mindre end 1 ud af 1 000 000 000 000 000 000
gange!
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